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1,645
n= P
0,15 2n
Fiir 2= 2,4 und s = 4 ergibt sich daraus wegen
©{0,6) = 0,7257
b =0,7257
und das Konfidenzintervall {0,5757; 0,8757].

]4{9,14]:20.

Sequentielles Verfahren
Wir gehen sequentiell vor, und unter den ersten 9 Beobachtungen mége (7) nie erfiilli

gewesen sein. Fiir n =10 sei Lz=17 und ¥ 22 = 178 . Damit erhiils man
Z2=17 s=4,07 und fir die rechte Seite von (7)
t%(9,0,95)- 92(0,4£8) _| 18337 0.3656% | ,
0,0225 00225 | 7

so dal} auch hier die Bedingung (7) noch nickt erfiillt ist. Die weiteren Ergebnisse
findet man in folgender Ubersicht:

Xn ¥n Z 8 [ rechie Seite von (7)
12 16 1,909 {3,923 19
13 20 2,333 (4,019 17
1 19 2,769 14,156 15
12 16 | 2,857 (4,007 .14

Folglich wird der Versuch pach 14 Beobachtungen abgebrochen, da dann die
Bedingung (7) ecfitllt ist. Wir erhalten
. 2 357)
=P = = @D,713 =(,762
P (4,007 ( )
und damit das Konfidenzinterval;
[0,612;0,912].

Zweistufiges Verfahren

Wit withlen ng =10, und es gelle fiir die Vorstichprabe 7 = 1,7 $=4,07, Dann ist
die techie Seile von (7) gleich 20. Folglich sind 10 weitere Wertepaare zu
beobachten, Die Berechnungen von p und des Korfidenzintervalles verlaufen analog,

3111/2001  Nichtparametrische Schitzung einer
Wahrscheinlichkeitsfunktion ohne Voraussetzungen
iiber deren Form

Problemsteliung

Bg sei Yiromy eine Zufallsstichprobe aus einer diskreten Verteilung mit der Wahy-
scheinlichkeitsfunktion Py, =djy=p;, j=1..,K Ohne ctwas fiber die Form
von P vorauszusetzen, sind die P; zu schiiizen.
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Bemerkungen

‘ : 3718200
1. Diese Schatzung enfspricht der Maxim11n1~iikehhood»Scha‘tzung fir Polynomial.
verteilungen. Sie ist crwartungstreu und effi

zient, wenn die ny hinrsichend grog
(min ;> 1Y sind.
i

i
H
L

Problemstei
2. Mehrdimensionaie Verteilun gen werden analog behandelt. Daten dieses Typs wer- Es aei
den oft in Form von Kontingenztafeln erfait 5 5et y b

. Wahrscheint
Lésungswey =LK,
voraus, indeg

Diese Voray
ben. Wie sch

L. Ermittie die Anzahl n ; der Realisationen ¥;, die den Wert d ; annehmen!

2. Schiitze p ; durch

ﬂ<
B :le—’j: L ..., K, dh benutze

Bemerkunger
die Schitzfunktion ,
o 1. Streben did
(i=1,...,K). gegen Null, k

rigieten, indey
Literatur nur bei zwing
: 2. Die Uberle
vor allem bej |
von der Ordny
beide Methode

Lj n

Simonoff, J. 8. (1995)
Beizpiel

¥ bereichne das Monatsgehalt von 147 Perso

L {$950-$1350), 2 ($1351-81750), 3 ($175
$2950) und 6 ($2951-$3750).

Liegt zine SAS-Datendatei sas1 vor,

Klasse zu jeder Person die entsprechen

folgenden SAS-Anweisungen

SAS-Programm . wobel b, und &
proc freq datacmasi;

bzw. | gehdren.
tableg Klamee;
run;

nen, eingeteilt in sechs Gehaltsklassen: 3. Fiit hos § |
1-$2150), 4 B2151-82550), 5 ($2551- .
4 b5 4. Mehrdimens
_ Z.B. hat im zwe
welche in der Variablen mit dem Namen

de Gehaltsklasse enthiélt, dann kann mit den By = (NRy

Lésungsweg

. . L. Bestimme die
cine zur SAS-Ausgabe aus dem Verfahren 2/11/0661 analoge Haufigkeitstabelle or- 2. Die Kenschit
zeugt werden. Die Tabeilenspalte percent enthilt die Werta 100 ;. Meégtichkeiten ' :
zur graphischen Darstellung des Ergebnisses werden in 2/11/0002 demonstriert, ;= (Nh}]
Da die Kernfunk
wenig Einfluf} au
%

W(ty=4!

( 0

oder
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3/11/2002  Nichtparametrische Schitzung einer
Wahrscheinlichkeitsfunktion unter
Glattheitsannahmen

Preblemsteliung

Es sei ¥ ,-n ¥ eine Zufallsstichprobe aus einer diskreten Verteilung mit einer
Wahrscheinfichkeitsfunktion, die Werte aus {dy,...,dg} mit P(y,=d)=p,
j=1,...,K, annehren kann. Wit setzen sine "glatte” Wahrscheinlichkeitsfunktion
voraus, indem wir annehmen, daB p; fiir alle j nicht sehr von p und pj,; abweicht.

Diese Vorausseizung ist sinnvoll, wenn die Kategorien eine natiirliche Ordnung ha-
hen. Wie schitzt man die pj?

Bemerkungen

1. Streben die Werte der Wahtscheinlichkeitsfunktion fiir die extremen Klassen nichi
gegen Null, kénnen nicht erwartungstrene Schitzungen auftreten. Man kann das kor-
tigieren, indem man die Kernfunktion an den Réndem veriindert, das sollte man aber
nur bei zwingenden Grilnden tun, da die Varianz der Schitzung zunimmt,

2. bie Uberlegenheit der Kernschitzung gegeniiber der Schiitzung in 3/11/2001 ist
vor allem bei kleinen Stichproben mit kategorialen Daten offensichtlich, d.h., wenn n
von der Ordnung von IC ist. Ist n refativ profl gegeniiber K, so unterscheiden sich
beide Methoden kaum,

3. Fir h — 0 unterscheidet sich die Kernschdtzung kaum von der in 3/11/2001,

4, Mehzdimengionale Probleme werden analog mit einem Produktkern behandelt.
Z.B. hat im zweidimenslonalen Fall die Kernschitzung die Form

. ~ 11—k j—m
Byj = (Nh,h,) Ianan[l ]w{Jh ] ,
k, m

X ¥
wobei h, und h, die Glittungsparameter fiir die Variabien sind, die zu den Indizes i

bzw. j gehdren.

Lisungswep

1. Bestimme die Anzahi nj der y; die den Wert d j annehmen,
2. Die Kernschitzung der Wahrscheinlichkeiten hat die Form,

& i—k
By =N~ Y m W [_17)
k=1
Da die Kernfunktion W() eine symmetrische Funktion ist, hat ihre spezielle Wahl

wenig Einfluf auf die Eigenschaften der Schitzung. Man wihle entweder
%(1 — tz)?', wennt <1

v |

sonst

E

oder
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J(1—t%) wennt <1

W) = {

0, sonst.
Die Glattheit der entstshenden géschﬁtzten Wahrscheinlichkeitsfunktion hingt stark Problem
vom Glittungsparameter h b - je grifer b ist, desto besser ist die Glattung, Meist

wird h so gewihlt, daf die Funktion Es sel v}

&, 2% " Dichief
Cvih)y = Zf’k "—Eﬂkﬁgﬁ s Form vg
k=1 k=L ‘
minimiert wird, wobei ;"Jﬁ‘) die Kemschatzamg von py fir den gleichen h-Wert und

die gleichen nj mit Ausnahme von 1y 1st. 1. Untedt
n-— o2,

Bemesrky

Literatur 2. Dic H
. RS

Bumman, P. (1987); Dong, 1., Simonoff, . 8. (1994); Hall, P., Titterington, D. M. allpeme

{1987); Simonott, J. §. (1995); werden,

Beispiel Lésungs
Monatsgehilter von 147 Personen wurden in 12 Gruppen: 1 (% 950-51150), 2 (§ | Man
1151-$1350), 3 ($ 1351-1550), 4 (§ 1551-81750), 5 (§ 1751-1950), 6 ($ 1951-52150), ' |
7 (§ 2151-82350), 8 (§ 2351-82550), 9 ( 2551-$2750), 10 (¥ 2751-82950), 11 (8 Yo €003
2051-$3150) und 12 ($ 3151-$3750) eingeteilt (Simonoff, 1995). Abbildung 1 enthilt B
die Haufigksits- (nach 3/11/2001) und Abbildung 2 die Kernschitzung £ diese Da-

ten.
Obwehi n (147) im Verhaltnis za K (12) nichl sehr klein ist, sind keine starken Unter- 5 Diel

schiede zwischen den Schitzmethoden zu erkennen, Trotzdem erscheint der glattere
Kernschitzer, mit einem Gipfel bet Grappe 5 (bei etwa $ 1850} und einem kieinen : i
Gipfel in Gruppe 9, verninftiger zu sein,

ter solly

£ f
0,20 . 0,16 4
0,15 - o,uj , (b-a)
Ewige
0,10 0,08 2I1/%6
0,05 ‘ 0,04 ciner H
: : Darstel

0 1"'*!—1—' — T TR

wobei &
die a; ¢

gegehet
Die We

0,00 - —— 1 —— T T
0 2 4 6 8% 10 12 ] 0 2 4 6 8 1012 Literaiy
- 8
Abb. 1: Relative Klassenhiufigkeiten Abb, 2: Geglittete relative Klassenhiufig cott, T
der Monaisgehiitter keiten (Kernschéitzung)
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3/11/3001 Nichtparametrische Dichteschiitzung -
Histogrammschitzung

Problemstellung

Bssel¥,»o ¥y eine Zulillsstichprobe aus siner Lontinuierlichen Verieilung mit der

Dichtefunktion . Wie lann man die Dichtefunktion f schidtzen, wenn nichts ther die
Form von f vorausgesetzt wird?
Bemerkungen

1. Unter bestimmiten Votaussetzungen t5per Fund h strebt f (y) gegen T(¥) fiir
n-» 0.

2. Die Histogrammschitzung laon auf das Schitzen mehrdimensionaler Dichten ver-
aligemeinert werden. Daza miissen Unterteilungen auf jeder Achse vorgenomimen

werden. Es emstehen so Rechtecke bzw. Quader im RP als Klassen.

Lisungsweg

1. Man zetlege einen relevanten Teil der Zahiangerade, der alle Realisationen ¥y,-«»
y, enthlt, in die Tejlintervalle

By={aj;3a;)h  J=hZoo
wobei 8, — 83 = f fir alle j ist, Wir neenen die B Klassen, h die Klassenbreite und
die a; die Klassengrenzes.

7. Die Histogrammschatzung £(y) ist durch
N Anzahl dey y; in B;
W=—"5

gegeben,

Die Werte von £(y) hingen stark von der Wah! von ag und von h ab, diese Parame-

{ar gollten durch Probieren geeignet gewiihlt werden. Dabei sollte h nicht groBer als

{(b—a}/ (Zn)” 3 gein, wobel (a,b) das Kleinste Intervall ist, das die v; enthilt.

Einige praktische Hinweise zur Wahl von ap und b findet man im Verfahren

3/11/0003. Die zu den einzelnen Klassen gehorenden f(y)-Werte kénzen mit Hilfe

ciner Hiufigkeitstabelle gemif 2/11/0081 berechnet werden. Moglichkeiten zZux

Darstellung des Histogramms werden in 2/11/6002 demonstriert.

 firy B,

Literatur

Seott, D. W. (L992)
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3/11/3002 Nichtparametrische Dichteschitzung -
Kernschitzung

Problemstellyng
Es sej Yoo ¥, eine Zufallsstichprobe aus ejner kontinuierlichen Vertellung mit dey

Dichtefuniction f Wie kann man die Dichtefunktion fschitzen, wenn nichts dher die
Fomm von f vorausgesetzt wird?

Bemerkungen

Wenn f (y) fiir n— o gegen f (y) konvergiert, geschicht dies schneller als bej der
H.istogrammschﬁtzung.

Man kann die Kernschatzung verallgemeinern, um mehrdimensionale Dichten 2y
schitzen. Ist z.B. ¥y»-s ¥ eine Stichprobe aus siner mehrdimensionalen Vertei-

lung, so0 ist

s}
o o ‘ ,
fly)=n ;%(zﬂ_@), ).
1= g
wobei @, die Dichte einer mehrdimensionalen Normalverteilung mit Mittelwertvek-
tor Nuil und Kovarianzmatrix H ist. Die Matrix H ist die mehrdimensionale Verall
gemeinerung der Bandbreite, ‘
Die Kerndichteschittzung ist auch mit der INSIGHT SAS-Software realisierbar,

Lisungsweg
Die Kemschétzung von f () ist

n
fo) = oy 32,
i=1
Die Ketnfunktion K ist gewbhnlich eire symmetrische Dichtefunktion, ihre Wahl
einfluBt die Schiitzung kaum. (ewdhnlich withit man die Dichte der N{D; 1)-Verte
lung als Kernfunktion, d.h,, '

1 i/
K(t) = e /2,
©=7
Der Wert von f(y) héngt stark von der Bandbreite h > { ab.
Eine velativ zuverly ssige Wahl von h exfolgt durch

/5
a

fi=p, .
ki e 2 KO -y )

a= [T KPdt, x,-= j_itzK(t)dt,
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_ori® (0)

bl = bz
Kzn_lz; ZL[K(B){(Yi “Yj)/bz}

4)

179
by =[-64n"K () / {105 ,m)] 6,

o= min{s, (Quartilabstand) / 1,349} (vergteiche 2/41/0001)
und s die Stichprobenstandardabweichung, KO bezeichnet die r-te Ableitung von
K(f) nach t und K("(0) den Wert dieser Abloitung fir ¢ =0, Wird fisr K(t) der Kern

20’
Ky =1, K4 (0 = (¢* = 662 + )K(t) und KO (1) = (° ~15¢* +45¢% ~ LK (1) wird,

(2) verwendet, so vercinfachen sich die Formeln (3) bis (5), da dann a=

Literatuy

Akaike, H. (1954); Fix, E., Hodges, I. L. (1951); Parzen, E. (1962); Rosenblati, M.
(1956); Sheatker, S. [, Jones, M. C. (1991); Silverman, B. W., Jones, M, C. (1989);
Wand, M. P, Jones, M. C. (1993) :

Beispiel

Von 40 Hypothekenbanken und von 29 gewdhnlichen Banken von Long Island sind
die Zinssitze gegeben (Newsday, 23, August, 1969},

Hypothekenbanken: 7,51; 7,75; 7,90; 8,00; 8,00; 8,00, 8,15; 8,25; 8,25; 8,20;
8,33; 8,30; 8,35, 8,36 8,34; 8,30, 8,35; 8,40; 8,40; 8,40;
8.40; 8,40; 8,40; 8,49; 8,49, 8,49; 8.45; 8,50, 8,50; 8,50;
8.52; 8,50; 8,50; 8,50, 8,50; 8,50; 8,50; 8,75; 8,78, 8,70

andere Banken: 7,57, 7,56, 7,71; 7,82, 7,82; 7,90; 8,05; 8,00, 8,05; 8,00;
8,00; 8,00; 8,06; 8,00: 8,00; 8,00, 8,11, 8,17; 8,33, 8,33;
8,30; 8,40; 8,57; §,50; 8,53, 8,51; 8,65, 8,65; 8,71

Die geschitzten Dichten fir beide Banktypen findet man in Abbildung 1. Als Kem
wurde die Dichte der N(0;1)-Verteilung benutzt, als Bandbreite wurde h=10,059
(Hypothekenbanken) bzw. h=10,12 (gewthnliche Banken) verwendet, die beide
durch Anwendung der cben beschricbenen Regein bestimmt wurden. Beide Schit-
zungen zeigen die Bevorzugrng "runder” Zinssitze (7,5%, 8%, 8,5%) und die Unter-
schiede zwischen beiden Arten von Banken, Ein etwas grdferer h-Wert kénnte cine
griflere Glittung erreichen lassen,
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—— Hypothekenbanken
anders Banken

¥

Abb, 1: Kemschitzung der Dichten der Verteilungen der Zinssitze der beiden
Gruppen von Banken

3/11/3003 Nichtparametrische Dichteschiitzung (modifizierte
Kernschitzang)

Problemstellung

Esseiy ...,y eine Zufallsstichprobe aus einer kontinuierlichen Verteilung mit der

Dichtefunktion T, Wie kann man die Dichtefunlktion f schitzen, wenn nichts tiber die
Form von f vorausgesetzt wird?

Bemerkungen

Diese Modifikationen der pewthnlichen Kernschitzung werden dadurch begriindet,
dafi filr unterschiedliche Krtimmungen unterschiedliche Bandbreiten glinstig sind.

Lisungsweg

1. Man kann die Kerndichteschiitzung (siche 3/11/3062) modifizieren, indem man dis
Bandbreite h nicht im ganzen Schitzbereich konstant halt.

(a) Als variable Kerndichteschiitzung verwende man
n 1 ¥y—¥,
fyy=n"" K(—]
i=|“(Yi) alyy)
wobei K in 3/11/3002 definiert ist, und o.(y;) eine Funktion von y; ist. Es gibt meh-
rere Moglichkeiten, die Funktion a(-) zu wihlen. Z.B, w(u)=hi(u) ™", wobel

f(u) eine gewthnliche Kerndichteschiitzung und h > 0 die Bandbreite ist. Allerdings

sollte ¥ nicht zu nahe bei Null lisgen. Die Wahl der Bandbreite h ist cin schwieriges
Problens, fiir éas s keine allgemeine Losung gibt.

{(b) Als lokale Kemdichteschitzung verwende man:
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ORCTY [h(y)

wobei h(y) eine Funktion von y ist. Die Wah! der Funktion h('} ist ein schwieriges
Problem, filr das es keine allgemeine Losung gibt,

2, Oft ist es sinnvoll, die Daten zu transformieren, die Dichite in der anderen Skala zu
schitzen und dann zorlickzutransformieren. Z.B, sind Vertellungen mit breiter
Spannweite und relativ grofler Dichte an den Réndetn schwer zu schétzen. Durch eine
logarithmische Transformation kann man bessere Schitzungen erhalten. Es sei
z=g(y) eine monotone Transformation der Daten, Dann hat die auf dieser Trans-
formation basierende Schitzung die Form '

. s 2 | 280 -8
e der beiden i(y) = thy ; K[ by, J,

wobel hy in der transformierten z-Skala zu bestimmen ist.

Literatur

Abramson, L. 8. (1982); Breiman, L., Meisel, W., Purcell, B. (1977); Dawkins, B.
(1989); Devraye, L., Gydrfi, L. (19853); Jones, M. C., McKay, 1. J., Hu, T. C. {1994},
Wand, M. P., Marron, J. S., Ruppert, 13, (1991)

fizierte

rteilung mit der
nichts ther die

Beispiel

Abh. 1 zeigt die Kernschitzung mit fester und variabler Bandbreite von Rekardzeiten
(ménnlich} im Marathonlauf (Quelle: Dawkins, B. (1989)). Beide Schitzungen ver-
wenden einen normalen Kern. Als feste Bandbreite wurde h = 1,435 und als Variable
wly;} =0,466x f(yf)*”2 gewdhlt. Beide Schitzungen haben einen Modalwert bei
132 Minuten (2 Stunden, 12 Minuten) und zeigen eine inferessante Strukiur bei 135
Minuten und 150 Minuten (2%13152% Stunden), die moglicherweise psychologische
Batrieren bei diesen Werten reflektieren,

reh begitindet
tistip sind.

lindem man die fty) f
0,12 .
0,10 |
0,08 - — variable Bandbreite
0,06 -
0,04 -
0,62 -

— feste Bandbreite

3 ist, Allerdings -
£in schwierige Y S ‘ - B
; 20 130 140 150 160

Abb. 1: Kemschitzung mit festen und variablen Bandbreifen
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3/11/3004 Nichtparametrische Dichteschitzung (lokale
polynomiale Kernschiitzang)

Problemstellung

Bssely ...y, eine Zufallsstichprobe aus einer kontinuierlichen Verteilung mit der

Dichisfuniction £ Wie kann man die Dichtefunktion f schitzen, wenn nichis iiber die
Form von T vorausgesetzt wird?

Bemerkungen

1. Unter bestimmten Voraussetzungen iber f, K und h kann man zeigen, daB ?p(y)
filr n — o gegen f(y) konvergiert, Die Konvergenzgeschwindigkeit hitngt von der
Ordnung p des Polynoms ab,

2, Der lokale lineate Kemschitzer (p = 1) Almelt dem von 3/11/30862, hat aber oft
bessere Cigenschaften an den Réndern.

Lisunpgsweg

Die lokal polynomiale Kemschiitzang p-ten Grades von £y} ist:

J,Ep (y)= b(]J

wobei (b, ..., b,) der Wert des Vektors (8,.... B, ) ist, der
- 2
—-u) -
jK(YT}{q 1S 5(u-yi)—Bo~Bi(u—y)-..~B,(n-y)" | du
. [EH i

mintmiert, Hierist §(1) =1 fiir t = 0 und 0 sonst,
(a) Die Kernfunktion K ist gewthnlich eine symmetrische Dichtefunktion. Thre spe-
zielle Wah! hat wenig. EinfluB auf das Ergebnis. Oft wiih!t man fir K die Dichte der
N{0; 1)-Verteilung

_ Y
Kt = Nors e 7.
(b} p muB durch den Nutzer festgelegt werden. Gewdhnlich verwendet man p=1
(lokale lineare Kernschitzung) und p = 3 (lokale Kernschétzung 3. Grades), da unge-
rade p theoretische Vorteile haben (Erwartungstreue).

{c) Der Wert von f(y) héngt stark von der Bandbreite h > 0 ab.
Es soltten mehrere Bandbreiten entsprechend dgn in 3/11/3002 beschriebenen Regeln
ausprobiert werden, vor allem fiir lineare Schitzungen.
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Beispiel

Abbildung 1 zeigt den lokal-tinearen Kemschitzer angewandt auf Daten iiber Berg-
werksungliicke, die die Anzaht der Tage zwischen solchen Ereignissen in Division 5
der Great Britain National Coal Board Gber 245 Tage im Jahr 1950 enthalien
{Maguire, Pearson und Wynn, 1952).

Die der GréiBe nach geordneten Werte sind:
0,0,1,1,1,1,1,1,1,2,3,4,4,5,5,6,9,9, 9,13, 14, 14, 15, 17, 20, 21, 24, 24, 44,
Wir verwenden die Standardnormaldichte als Kern und als Bandbreite h =3, 3, wie in
dem Lsungsweg von 3/11/3002 beschrieben. Folglich sind by und by die Werte von

Bound By, die
1 (y-uy? L 2
e 2| NS uoy, )~ By — By (u— du
Jm nigl: ( - Y:) B{) Bl( Y)
minimieren. Zum Vergleich ist auch dis gewdhnliche Dichteschitzung abgebildet,

Letztere hat einen Modalwert bei 3 Tagen, obwohl etwa 36% der Werte im Intervall
(0,3) legen.

—— lokale lineare Kernschitzung
— gewdhliche Kernschitzung

0,00 b—  — =
0 10 20 30 40 50 Y

Abb, 1: Vergleich der lokat-linearen mit der pewShnlichen Kernschitzung
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